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牛顿流体中的固体颗粒运动模型分析及应用
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摘要 :从更普遍的情况出发 ,重新推导了任意流体流速及固液密度条件下的牛顿流体中的固体砂粒运动 (沉降或上

升 )末速计算模型。根据已有的实验结果 ,分析比较了过渡区和层流区各种阻力系数模型计算的准确性 ,以及各流

型之间过渡时的基本变化特征。结果表明 ,层流区各阻力系数模型计算结果相差不大 ;过渡区阻力系数计算模型

中 ,窦国仁、董长银、Кляико、S. H. A llen、冈恰洛夫 5种公式准确性依次变差 ;层流区向过渡区的计算结果转变比较平

滑 ,而过渡区向紊流区的转变明显不连续。
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Abstract: Considering more universal conditions, an integrated model for solid particle movement ( ascending or descending)

in Newton fluid was developed with any fluid velocity and density of solid and fluid. According to the p resent experiment re2
sults, the p recision of all calculation correlations for resistance factor in transition zone and lam inar zone was compared. And

then, the particleÂs moving velocity transition characteristics from one flow pattern to another were analyzed. The analysis in2
dicates that the results of all resistance factor calculation models in lam inar zone are very closing with good coherence. In

transition zone, the calculation p recision of Dou, Dong, Кляико, A llen and GangÂs resistance factor model, in this order,

varies from good to bad. The moving velocity changes smoothly from lam inar zone to transition zone, and jump s from transi2
tion to turbulent zone.
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　　石油开采过程中存在很多的垂直流固两相流动

过程 ,如钻井过程中的岩屑携带 ,水力压裂与砾石充

填过程中的井筒中支撑剂和充填颗粒材料的携带 ,

以及出砂油气井排砂生产过程中井筒中砂粒的携带

等。目前 ,对于上述流固两相流过程的研究一般基

于静水条件下的固体颗粒沉降模型 [ 1 ]
,模型中假设

流体静止 ,并且要求固体颗粒密度大于流体密度 ,其

假设条件不具有普遍意义。另外 ,阻力系数的计算

在不同的流型下有多种计算方法 ,实际应用选取时

比较困难。笔者从更普遍的情况出发 ,重新推导任

意流体流速及固液密度差条件下牛顿流体中的固体

砂粒运动末速计算模型 ,并根据已有的实验结果 ,分
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析对比各流型条件下的各种阻力系数模型计算的准

确性 ,以及各流型之间过渡时的基本变化特征 ,为模

型在实际生产中的应用提供便利 ,该计算模型适用

于牛顿液体和气体。

1　颗粒运动计算模型

考虑一般情况 ,作如下约定 :颗粒受力、流体流

速和运动速度向上为正、向下为负 ,且颗粒运动速度

为负值表示沉降 ,正值则表示上升。

111　固体颗粒在流体中的受力分析

油气井井筒中的流固流动 ,一般属于稀疏固体

流动 ,因此附加质量力、Basset力、Magnus力、Saff2
man力等忽略不计 ,只考虑重力、浮力和表面阻力。

由于目的是考察颗粒运动末速 ,变速运动过程中的

惯性力也不予考虑。

考虑问题的普遍性 ,流体中颗粒运动如图 1所

示 ,固体颗粒为球形 , vf为牛顿流体流速 ( vf = 0时表

示静止 ) ,ρs和ρf分别为固体颗粒与流体的密度。

图 1　流体中颗粒运动示意图

在流体中考虑浮力后球形颗粒的重力为

　Fw = -
1
6
πd

3
s g (ρs -ρf ) . (1)

式中 , Fw为固体颗粒浮重 , N; ds为固体颗粒粒径 ,

mm。

表面阻力为流体作用于固体表面的力 ,它与流

体和固体颗粒的相对运动有关 ,关系式为

FR =
1
8
πd

2
sρf CD vf - vs ( vf - vs ) . (2)

式中 , FR为固体颗粒所受表面阻力 , N; CD为阻力系

数 ; vs为固体颗粒运动速度。

文献 [ 2 ]中还考虑了压力梯度力 ,但经过考证 ,

压力梯度力实际为浮力。按照文献 [ 2 ]的模型 ,压

力梯度力正好与颗粒所受的浮力相等 ,方向相反 ,结

果等于没有考虑浮力。因此本文的研究中 ,暂不考

虑压力梯度力的作用。

112　沉降末速计算模型

颗粒在运动中受到流体阻力和重力的作用 ,颗

粒沉降运动方程为

　Fw + FR =m s

dvs

d t
. (3)

式中 , m s为固体颗粒运动加速度 , m / s2 ; t为时间 , s。

将式 (1) , (2)代入式 (3)后得到

d t =
dsρs

3
4
ρf CD vf - vs ( vf - vs ) - ds g (ρs -ρf )

dvs. (4)

如果已知沉降末速 ,采用数值积分法可确定从

静止到运动平衡时所需的时间。

当颗粒达到受力平衡状态时 ,开始匀速运动

(上升或下降 ) ,这时有
dvs

d t
= 0,式 (3)变为

Fw + FR =
1
8
πd

2
sρf CD vf - vs ( vf - vs ) -

1
6
πd

3
s g (ρs -ρf ) = 0. (5)

当固体颗粒密度大于流体密度 ,即ρs >ρf时 ,必

然有 vf - vs > 0,则方程 (5)转化为

1
8
πd

2
sρf CD ( vf - vs ) 2

-
1
6
πd

3
s g (ρs -ρf ) = 0, (6)

vs = vf -
4
3

ds g
ρs -ρf

ρf

1
CD

. (7)

当固体颗粒密度小于流体密度 ,即ρs <ρf时 ,必

然有 vf - vs < 0,则方程 (5)转化为

( vf - vs ) 2 = -
4πd

3
s g (ρs -ρf )

3πd
2
sρf CD

, (8)

　vs = vf + -
4
3

ds g
ρs -ρf

ρf

1
CD

. (9)

方程 (6)～ ( 9 )即为任意流速和流固密度条件

下牛顿流体中固体颗粒运动末速计算模型。该模型

能够描述固体颗粒在静止或流动流体中的上升、悬

浮和沉降运动特征 ,根据计算结果的正、负值即可判

断运动方向 ,因此更具有普遍意义 ,适用范围更广

泛。当 vf = 0,ρs >ρf时 ,上述模型变成方程 ( 1)的形

式。

2　阻力系数计算模型

根据假设 ,考虑流固相对运动 ,颗粒流动雷诺数

变为如下形式 :

　R e =
vf - vs dsρf

μf

.

式中 ,μf为牛顿流体粘度 , mPa·s; Re为雷诺数。

牛顿流体中颗粒运动阻力系数 CD是雷诺数 R e

的单值函数 ,按雷诺数可以把阻力系数曲线分为 4
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个区。由于要对比各种阻力系数的计算结果 ,此处

简要列出各模型的计算方法。

211　层流区 (R e < 1)

对于颗粒沉降的层流区阻力系数计算 ,目前常

用的模型有 4种 [ 1, 3 ]。

斯托克斯 ( Stockes)公式为

　CD =
24
R e

.

C. W. O seen相关式为

　CD =
24
R e

1 +
3
16

R e .

S. Goldstein相关式为

CD =
24
Re

1 +
3
16

R e -
19

1 280
R e

2 +
71

20 480
R e

3 - ⋯ .

冈恰洛夫相关式为

CD = 768
ρf

ρs -ρf

μ2
f

gρ2f d
3
s

.

212　过渡区 (1 < R e < 1000)

对于过渡区沉降阻力系数的计算 ,常用模型有

5种。

H. S. A llen阻力系数公式为

　CD = 30R e
- 01625

.

窦国仁公式 [ 3 ]为

CD =
4π
R e

+
3π
4

1
2

(1 + cosθ) +
112π

8
sin

2θ.

式中 ,θ为流固分离角 , rad。

窦国仁提出的分离角计算方法出现严重的不连

续 ,文献 [ 1 ]中提出的分离角计算方法相对稳定 ,表

达式为

　θ=
ln (215R e)

ln2 500
π.

冈恰洛夫公式为

CD =
3
4
β2

g
1 /3 μf

ρf

2 /3 ρs -ρf

ρf

1 /3

ds.

β= 01081 lg 83
317ds

d0

1 - 01037T

.

式中 , d0为定性粒径 ,取 d0 = 115 mm; T为流体温

度 , ℃;β为系数 ,无量纲。

Кляико相关式为

　CD =
24
R e

+
4

Re
1 /3.

董长银计算公式 [ 4 ]为

　CD =
24
R e

+
4

Re
014.

213　紊流区 (1 ×103 < Re < 2 ×105 )

一般认为 ,紊流区沉降的圆球形固体颗粒的阻

力系数接近一常数 ,取 CD = 0145。

2. 4　边界层紊流区 (R e > 2 ×105 )

实际生产中该种流型出现的较少 ,研究也较少 ,

在此不做详细介绍。

3　气体中的阻力系数

原则上固体颗粒在气体中的运动阻力系数与牛

顿流体相同。但实际上 ,利用牛顿流体模型计算气

体中颗粒沉降的阻力系数会出现一些问题。

颗粒在气体中 (如天然气井 )运动与在液体中

运动最大的不同在于 ,气体的粘度与密度都远小于

液体 ,而流速远高于液体 (如气井与油井的比较 ) ,

则计算出来的雷诺数会大不相同。经一般条件下的

计算检验 ,固体砂粒在气体中的运动雷诺数远大于

液体中的 ,按照流型的划分 ,一般会位于紊流沉降区

或边界层紊流沉降区。而根据现有的计算模型 ,在

这两个区域 ,阻力系数为常数 ,即 CD = 0145,该结果

是基于液体的研究得到的 ,对于气体是不适用的。

针对上述问题 ,对于固体颗粒在气体中的运动

阻力系数 ,层流与过渡流区按照与液体相同的方法

计算 ,其他区域均按照液体的过渡区计算。

4　阻力系数计算模型的准确性对比

　　在应用上述模型时 ,最大的问题是阻力系数模

型的选取问题。不同的流型下有多种阻力系数计算

模型 ,这使得在实际应用中选取时往往无所适从。

为此 ,利用文献中已有的实验结果对上述阻力系数

模型计算的准确性进行对比分析。

411　过渡区不同阻力系数模型与实验结果的对比

李爱芬、李明忠等 [ 527 ]分别使用不同粒径砂粒在

静止的清水、煤油、机油中进行了沉降实验。经分析 ,

这些实验均位于过渡流沉降区。固体颗粒密度均为

2 632 kg/m
3

,清水、煤油、机油的密度分别为 1 000,

764, 864 kg/m
3

,流体粘度分别为 01869 5 /1. 18 (清水

条件下做了两组粘度的实验 ) , 11256, 8. 06 mPa·s。

分别使用上述清水、煤油、机油 3组实验的计算

条件 (由于是静水实验 ,设定 vf = 0) ,采用 5种过渡

区阻力系数模型计算沉降末速随颗粒直径的变化 ,

并将计算结果与实验结果进行对比 ,结果如图 2所

示。

　　在过渡区 , 3组实验条件下 5种阻力系数模型

的计算结果与实验结果对比后得到的准确性排序具

有较好的一致性。5种过渡沉降区阻力系数计算模

型的准确性从好到差排序依次为 :窦国仁公式、文献
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[4 ]公式、Кляико公式、S. H. A llen公式和冈恰洛夫

公式 , 其平均相对误差分别为 415% , 818% ,

1012% , 2312%和 4119%。

图 2　不同介质中过渡沉降区阻力系数模型

计算结果与实验结果对比

412　层流沉降区不同阻力系数模型计算结果对比

由于缺乏层流沉降区的实验数据 ,为了检验层

流区各种阻力系数模型的计算结果 ,使用颗粒直径

0105～0180 mm,固体砂粒密度 2 632 kg/m
3

,流体密

度 864 kg/m3 ,流体粘度 22 mPa·s等数据 ,并利用

全部 4种层流区阻力系数模型进行了计算。

经检验 ,上述流固参数的颗粒沉降属于层流区。

计算结果如图 3所示。

图 3　层流区不同阻力系数模型计算结果对比

由图 3可以看出 , 4种模型的计算结果差别不

大。由于没有相应的实验数据 ,因此计算 4种方法

的平均值 ,根据与平均值的误差从小到大排序为 :

C. W. O seen方法、S. Goldstein方法、Stockes方法和

冈恰洛夫方法 ,其与平均值的相对误差分别为

118% , 212% , 617%和 1212%。

413　砂粒运动末速计算结果在各流型之间的转换

特征

　　根据雷诺数将固体颗粒运动流型分为 4个区

域 ,每个区域又有各自的不同计算模型 ,为了检验

各个模型之间的连续性 ,设置了计算条件 :颗粒密

度 2 632 kg/m
3

,流体密度 1 000 kg/m
3

,流体粘度 018

mPa·s,固体颗粒直径为 0101～3 mm,该变化区间

内同时出现层流区、过渡区和紊流沉降区。计算得

到颗粒运动末速随颗粒直径的变化关系见图 4。

图 4　砂粒运动末速随砂粒直径的变化

由图 4看出 ,随着颗粒直径的变化 ,利用上述模

型计算得到的颗粒运动速度从层流区向过渡区变化

时比较平滑 ,而从过渡区向紊流区过渡时出现了明

显的跳跃或不连续现象 ,这与实际是不相符的。

为了进一步核实 ,重新保持砂粒直径为 1 mm,

而流体粘度从 2 mPa·s变化到 01001 mPa·s,以保

证能够出现过渡区和紊流区 ,重新计算得到颗粒运

动末速随流体粘度的变化曲线 ,如图 5所示。同样
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在两个流型过渡时出现不连续现象 ,与图 4的结果

一致。

图 5　砂粒运动末速随流体粘度的变化

根据上述分析 ,在实际应用中 ,当有可能出现紊

流区时 ,由于条件变化而导致固体颗粒运动流型从

过渡区向紊流区转变时 ,计算得到的颗粒运动末速

会有明显的跳跃现象 ,因此必须采取诸如插值、修正

等相应处理办法 ,以保证计算结果随计算条件变化

的连续性。

5　模型在井筒携砂分析中的应用

给定流体流速条件下 ,固体砂粒在流体中的运

动末速可由式 (7)或式 (9)计算 ,并可解决如下 3种

油气井井筒携砂生产中的问题 :

(1) 已知地层砂粒径 ,分析给定产量条件下的

井筒携砂能力 ,即砂粒在上述条件下运动状态和速

度。结合井筒温度、压力计算模型 ,可计算沿井筒流

体密度、粘度的变化 ,进而计算沿井筒固体颗粒的运

动速度分布 ,确定砂粒从井底被携带到井口所需的

时间。

(2) 已知地层砂粒径 ,给定颗粒运动速度条件 ,

确定所需要的井筒携砂临界流速和临界产量。这种

情况主要出现在井筒排砂生产设计中。给定砂粒径

ds ,要求的流速 vs ,利用方程 ( 7 )或 ( 9 )反求相应的

流体流速 vf。

已知所需的临界流速 vf后 ,可确定地面临界产

量。对于气井 ,对应的标准状况下的临界产量为

　qsc = 8164vfAf

Z sc Tsc

psc

p
ZT

.

对于油井 ,根据混合物密度可计算地面临界产

量 ,即

　ql = 8614vfAfρf.

式中 , qsc为标准状况下的临界产气量 , 104 m3 /d; ql

为油井地面携砂临界产量 , t / d; Af为井筒流动截面

积 , m2 ; psc , Tsc , Z sc分别为标准状况下的压力、温度和

天然气偏差系数 ; p, T, Z分别为计算位置处的压力、

温度和天然气偏差系数。

(3) 给定油气井产量 ,设定颗粒运动速度条件 ,

确定能够携带的最大砂粒径。这种情况主要出现在

出砂油气井的适度排砂生产设计中。首先确定地面

设备能容许的砂粒径 ds1 ,然后根据配产量应用方程

(7)或 (9)计算流体能够携带的最大粒径 ds2 ,根据

上述两个粒径可确定井筒防砂介质需要的挡砂精度

m in{ ds1 , ds2 }。

6　结　论

(1)推导了任意流体流速及固液密度条件下的

牛顿流体中的砂粒运动末速计算模型。该模型克服

了现有模型静水条件和要求固体颗粒密度大于流体

密度的局限性 ,具有更广泛的应用范围。

(2) 5种过渡区阻力系数模型的计算准确性从

好到差排序依次为 :窦国仁公式、文献 [ 4 ]公式、

Kляико公式、S. H. A llen公式和冈恰洛夫公式。

(3)层流区阻力系数 4种模型的计算结果差别

不大 ,根据与平均值的误差从小到大排序为 : C. W.

O seen方法、S. Goldstein方法、Stockes方法和冈恰洛

夫方法。

(4)颗粒运动末速从层流区向过渡区变化时比

较平滑 ,而从过渡区向紊流区过渡时出现了明显的

跳跃现象。在实际应用中 ,必须采取诸如插值、修正

等相应处理办法 ,以保证计算结果随计算条件变化

的连续性。
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4　结　论

(1)去离子水在 5μm和 2μm微圆管中表现出

不同程度非线性流动特性 ,管径越小 ,非线性流动特

性越强。

(2)微圆管的视渗透率不是常数 ,而是随着压

力梯度的增加而增加 ,最后逐渐趋近理论值 ;边界层

厚度与管径的比值随压力梯度增加而降低 ;流动横

截面积随压力梯度变化而变化。

(3)边界层是影响低速非线性流动特性的主要

因素之一 ;启动压力梯度存在与否还有待进一步的

实验证实。
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